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у скiнченновимiрних комутативних алгебрах
(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю.А. Дроздом)
Отримано конструктивний опис моногенних функцiй зi значеннями в довiльнiй скiнчен-
новимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi з одиницею за допомогою голоморфних
функцiй комплексної змiнної.
У. Гамiльтон, побудувавши некомутативну алгебру кватернiонiв над полем дiйсних чисел R,
започаткував розвиток гiперкомплексного аналiзу. В роботi К. Сегре [1] побудовано алгебру
комутативних кватернiонiв над полем R, яка є iзоморфною алгебрi бiкомплексних чисел
над полем комплексних чисел C.
У роботах Ф. Рiнглеба [2] i Дж. Райлi [3] отримано конструктивний опис аналiтичних
функцiй бiкомплексної змiнної, а саме: доведено, що кожну аналiтичну функцiю бiком-
плексної змiнної можна побудувати за допомогою двох голоморфних функцiй комплексної
змiнної.
П. Кетчум [4] вперше використав аналiтичнi функцiї, що набувають значення в кому-
тативнiй алгебрi, вiдмiннiй вiд алгебри комплексних чисел, для побудови розв’язкiв три-
вимiрного рiвняння Лапласа. Вiн показав, що кожна аналiтична функцiя Φ(ζ) змiнної
ζ = xe1 + ye2 + ze3 задовольняє тривимiрне рiвняння Лапласа, якщо лiнiйно незалежнi
елементи e1, e2, e3 комутативної алгебри задовольняють умову
e21 + e
2
2 + e
2
3 = 0, (1)
оскiльки
∆3Φ :=
∂2Φ
∂x2
+
∂2Φ
∂y2
+
∂2Φ
∂z2
≡ Φ′′(ζ)(e21 + e22 + e23) = 0, (2)
де Φ′′ := (Φ′)′ i Φ′(ζ) визначається рiвнiстю dΦ = Φ′(ζ)dζ. П. Кетчум також показав, що
в алгебрi кватернiонiв Сегре iснує така трiйка векторiв e1, e2, e3, що задовольняє рiвнiсть (1).
I. П. Мельниченко [5] запропонував розглядати в рiвностях (2) функцiї Φ, двiчi диферен-
цiйовнi за Гато, при цьому описав усi базиси {e1, e2, e3} тривимiрних комутативних алгебр
з одиницею над полем C, якi задовольняють рiвнiсть (1) (див. [6]).
Для цих тривимiрних комутативних алгебр, асоцiйованих з тривимiрним рiвнянням
Лапласа, в роботах [7–9] отримано конструктивний опис усiх моногенних (тобто неперерв-
них i диференцiйовних за Гато) розв’язкiв рiвняння ∆3Φ = 0 за допомогою трьох вiдпо-
вiдних голоморфних функцiй комплексної змiнної. Отриманi у такий спосiб представлення
моногенних функцiй дали можливiсть встановити нескiченну диференцiйовнiсть за Гато
цих функцiй i довести аналоги класичних iнтегральних теорем для них (див., наприклад,
[10, 11]).
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В роботах [12, 13] встановлено конструктивний опис моногенних функцiй (зв’язаних
з рiвнянням ∆3Φ = 0) зi значеннями в деяких n-вимiрних комутативних алгебрах за допо-
могою вiдповiдних n голоморфних функцiй комплексної змiнної i, спираючись на одержанi
представлення моногенних функцiй, доведено аналоги ряду класичних результатiв комп-
лексного аналiзу.
У цiй роботi встановлено конструктивний опис моногенних функцiй зi значеннями в до-
вiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi з одиницею за допомогою го-
ломорфних функцiй комплексної змiнної.
1. Алгебра Am
n
. Нехай N — множина натуральних чисел i m, n ∈ N такi, що m 6 n.
Нехай Amn — довiльна комутативна асоцiативна алгебра з одиницею над полем комплексних
чисел C. Е. Картан [14, c. 33] довiв, що в алгебрi Amn iснує базис {Ik}nk=1, який задовольняє
такi правила множення:
1) ∀ r, s ∈ [1,m]⋂N: IrIs = { 0 при r 6= s,Ir при r = s;
2) ∀ r, s ∈ [m + 1, n]⋂N: IrIs = n∑
k=max{r,s}+1
Υsr,kIk;
3) ∀ s ∈ [m+ 1, n]⋂N ∃!us ∈ [1,m]⋂N ∀ r ∈ [1,m]⋂N: IrIs = { 0 при r 6= us,Is при r = us.
Крiм того, структурнi константи Υsr,k ∈ C задовольняють умови асоцiативностi:
(A1) (IrIs)Ip = Ir(IsIp) ∀ r, s, p ∈ [m + 1, n]
⋂
N;
(A2) (IuIs)Ip = Iu(IsIp) ∀u ∈ [1,m]
⋂
N ∀ s, p ∈ [m + 1, n]⋂N.
Очевидно, що першi m базисних векторiв {Iu}mu=1 є iдемпотентами i породжують напiвпрос-
ту пiдалгебру алгебри Amn , а вектори {Ir}nr=m+1 породжують нiльпотентну пiдалгебру цiєї
алгебри. Одиницею алгебри Amn є елемент 1 =
m∑
u=1
Iu.
Алгебра Amn мiстить m максимальних iдеалiв
Iu :=
{
n∑
k=1,k 6=u
λkIk : λk ∈ C
}
, u = 1, 2, . . . ,m,
перетином яких є радикал
R :=
{
n∑
k=m+1
λkIk : λk ∈ C
}
.
Визначимо m лiнiйних функцiоналiв fu : A
m
n → C рiвностями
fu(Iu) = 1, fu(ω) = 0 ∀ω ∈ Iu, u = 1, 2, . . . ,m.
Оскiльки ядрами функцiоналiв fu є вiдповiдно максимальнi iдеали Iu, то цi функцiонали
є також неперервними i мультиплiкативними (див. [15, с. 147]).
2. Моногеннi функцiї. Нехай
e1 = 1, e2 =
n∑
r=1
arIr, e3 =
n∑
r=1
brIr
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при ar, br ∈ C — трiйка векторiв в алгебрi Amn , якi лiнiйно незалежнi над полем R. Це
означає, що рiвнiсть
α1e1 + α2e2 + α3e3 = 0, α1, α2, α3 ∈ R,
виконується тодi i тiльки тодi, коли α1 = α2 = α3 = 0.
Нехай ζ := xe1 + ye2 + ze3, де x, y, z ∈ R. Очевидно, що ξu := fu(ζ) = x + yau + zbu,
u = 1, 2, . . . ,m. Видiлимо в алгебрi Amn лiнiйну оболонку E3 := {ζ = xe1+ ye2+ ze3 : x, y, z ∈
∈ R}, породжену векторами e1, e2, e3.
Далi iстотним є припущення: fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . ,m, де fu(E3) — образ
множини E3 при вiдображеннi fu. Очевидно, що це має мiсце тодi i тiльки тодi, коли при
кожному фiксованому u = 1, 2, . . . ,m хоча б одне з чисел au чи bu належить C \ R.
Областi Ω тривимiрного простору R3 поставимо у вiдповiднiсть область Ωζ := {ζ =
= xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Ω} в E3.
Неперервну функцiю Φ: Ωζ → Amn називатимемо моногенною в областi Ωζ ⊂ E3, якщо
Φ диференцiйовна за Гато в кожнiй точцi цiєї областi, тобто якщо для кожного ζ ∈ Ωζ iснує
елемент Φ′(ζ) алгебри Amn такий, що виконується рiвнiсть
lim
ε→0+0
(Φ(ζ + εh) − Φ(ζ))ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3.
Φ′(ζ) називається похiдною Гато функцiї Φ в точцi ζ.
Розглянемо розклад функцiї Φ: Ωζ → Amn за базисом {Ik}nk=1:
Φ(ζ) =
n∑
k=1
Uk(x, y, z)Ik. (3)
У випадку, коли функцiї Uk : Ω → C є R-диференцiйовними в областi Ω, тобто для
довiльного (x, y, z) ∈ Ω
Uk(x+∆x, y +∆y, z +∆z)− Uk(x, y, z) = ∂Uk
∂x
∆x+
∂Uk
∂y
∆y +
∂Uk
∂z
∆z +
+ o
(√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2
)
, (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 → 0,
функцiя Φ моногенна в областi Ωζ тодi i тольки тодi, коли в кожнiй точцi областi Ωζ ви-
конуються умови
∂Φ
∂y
=
∂Φ
∂x
e2,
∂Φ
∂z
=
∂Φ
∂x
e3. (4)
3. Розклад резольвенти.
Лема. Розклад резольвенти має вигляд
(t− ζ)−1 =
m∑
u=1
1
t− ξu Iu +
n∑
s=m+1
s−m+1∑
k=2
Qk,s
(t− ξus)k
Is (5)
∀ t ∈ C : t 6= ξu, u = 1, 2, . . . ,m,
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де Qk,s визначаються такими рекурентними спiввiдношеннями:
Q2,s = yas + zbs, Qk,s =
s−1∑
p=k+m−2
Qk−1,pBp,s
i Bp,s :=
s−1∑
r=m+1
(yar+zbr)Υ
r
p,s, s = m+2, . . . , n, а натуральнi числа us визначенi в правилi 3
таблицi множення алгебри Amn .
З леми випливає, що точки (x, y, z) ∈ R3, якi вiдповiдають необоротним елементам ζ ∈
∈ Amn , лежать на прямих
Lu :
{
x+ yRe au + zRe bu = 0,
y Im au + z Im bu = 0
в тривимiрному просторi R3.
4. Конструктивний опис моногенних функцiй. Нехай область Ω ⊂ R3 є опуклою
в напрямку прямих Lu, u = 1, 2, . . . ,m. Позначимо через Du область комплексної площи-
ни C, на яку область Ωζ вiдображається функцiоналом fu.
Розглянемо лiнiйнi оператори Au, u = 1, 2, . . . ,m, якi моногеннiй функцiї Φ: Ωζ → Amn
ставлять у вiдповiднiсть голоморфнi функцiї Fu : Du → C за формулою
Fu(ξu) = fu(Φ(ζ)),
де ξu = fu(ζ) ≡ x+yau+zbu i ζ ∈ Ωζ . Так, як i в лемi 1 з роботи [7], доводиться, що значення
Fu(ξu) не залежить вiд вибору точки ζ, для якої fu(ζ) = ξu.
Теорема. Нехай область Ω ⊂ R3 є опуклою в напрямку прямих Lu i fu(E3) = C при
всiх u = 1, 2, . . . ,m. Тодi кожна моногенна функцiя Φ: Ωζ → Amn подається у виглядi
Φ(ζ) =
m∑
u=1
Iu
1
2πi
∫
Γu
Fu(t)(t− ζ)−1dt+
n∑
s=m+1
Is
1
2πi
∫
Γus
Gs(t)(t− ζ)−1dt, (6)
де Fu — деяка голоморфна функцiя в областi Du; Gs — деяка голоморфна функцiя в облас-
тi Dus; Γq — замкнена жорданова спрямлювана крива, яка лежить в областi Dq, охоплює
точку ξq i не мiстить точок ξℓ, ℓ = 1, 2, . . . ,m, ℓ 6= q.
Доведення. Покладемо
Fu := AuΦ, u = 1, 2, . . . ,m.
Легко показати, що значення моногенної функцiї
Φ0(ζ) := Φ(ζ)−
m∑
u=1
Iu
1
2πi
∫
Γu
Fu(t)(t− ζ)−1dt
належать радикалу алгебри, тобто Φ0(ζ) ∈ R для всiх ζ ∈ Ωζ . Тому функцiя Φ0 має вигляд
Φ0(ζ) =
n∑
s=m+1
Vs(x, y, z)Is, (7)
де Vs : Ω → C, i задовольняє умови Кошi–Рiмана (4) при Φ = Φ0.
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Пiдставляючи в умови (4) рiвнiсть (7) i враховуючи при цьому умову fum+1(E3) = C,
отримуємо Vm+1(x, y, z) ≡ Gm+1(ξum+1), де Gm+1 — довiльна голоморфна функцiя в областi
Dum+1 .
Далi показуємо, що значення моногенної функцiї
Φ1(ζ) := Φ0(ζ)− Im+1 1
2πi
∫
Γum+1
Gm+1(t)(t− ζ)−1dt
належать множинi
{ n∑
k=m+2
αkIk : αk ∈ C
}
. Тому функцiя Φ1 має вигляд
Φ0(ζ) =
n∑
s=m+2
V˜s(x, y, z)Is,
де V˜s : Ω → C. Аналогiчно до того, як знайдено функцiю Vm+1, отримуємо V˜m+2(x, y, z) ≡
≡ Gm+2(ξum+2), де Gm+2 — довiльна голоморфна функцiя в областi Dum+2 .
Продовжуючи цей процес i розглядаючи послiдовно моногеннi функцiї
Φj(ζ) := Φj−1(ζ)− Im+j 1
2πi
∫
Γum+j
Gm+j(t)(t− ζ)−1dt
при j = 2, 3, . . . , n −m− 1, отримуємо вираз (6) для функцiї Φ. Теорему доведено.
Внаслiдок розкладу (5) рiвнiсть (6) записується в такому виглядi:
Φ(ζ) =
m∑
u=1
Fu(ξu)Iu +
n∑
s=m+1
s−m+1∑
k=2
1
(k − 1)!Qk,sF
(k−1)
us (ξus)Is +
n∑
q=m+1
Gq(ξuq)Iq +
+
n∑
q=m+1
n∑
s=m+1
s−m+1∑
k=2
1
(k − 1)!Qk,sG
(k−1)
q (ξuq)IqIs. (8)
Отже, кожна з рiвностей (6) або (8) дає спосiб явної побудови будь-якої моногенної функ-
цiї Φ: Ωζ → Amn за допомогою n вiдповiдних голоморфних функцiй комплексної змiнної.
Нижченаведене твердження випливає безпосередньо з рiвностi (8), права частина якої
є моногенною функцiєю в областi Πζ := {ζ ∈ E3 : fu(ζ) = Du, u = 1, 2, . . . ,m}.
Наслiдок 1. Якщо область Ω опукла в напрямку прямих Lu i fu(E3) = C при всiх
u = 1, 2, . . . ,m, то кожна моногенна функцiя Φ: Ωζ → Amn продовжується до функцiї,
моногенної в областi Πζ .
Принциповим наслiдком рiвностi (6) є таке твердження, яке справедливе для довiльної
областi Ωζ .
Наслiдок 2. Нехай fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . ,m. Тодi для кожної моногенної
функцiї Φ: Ωζ → Amn в довiльнiй областi Ωζ похiднi Гато Φ(r) є моногенними функцiями
в Ωζ для всiх r.
Якщо область Ω опукла в напрямку прямих Lu, u = 1, 2, . . . ,m, то наслiдком виразу (6)
є така формула для похiдної Гато Φ(r):
Φ(r)(ζ)=
m∑
u=1
Iu
r!
2πi
∫
Γu
Fu(t)((t−ζ)−1)r+1dt+
n∑
s=m+1
Is
r!
2πi
∫
Γus
Gs(t)((t− ζ)−1)r+1dt ∀ ζ ∈ Ωζ .
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В.С. Шпаковский
Конструктивное описание моногенных функций в конечномерных
коммутативных алгебрах
Получено конструктивное описание моногенных функций со значениями в произвольной ко-
нечномерной коммутативной ассоциативной алгебре с единицей при помощи голоморфных
функций комплексной переменной.
V. S. Shpakivskyi
Constructive description of monogenic functions in ﬁnite-dimensional
commutative algebras
We obtain a constructive description of monogenic functions taking values in an arbitrary ﬁnite-
dimensional commutative associative algebra with unity with the help of holomorphic functions of
the complex variable.
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